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❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛ss ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss❡❞

❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s

❉❛♥✐❧♦ ❑❛r❧✐❝̌✐❝́ ❛✱❜✱ ▼✐❧❛♥ ❈❛❥✐❝́ ❜✱∗✱ ❚❛♥♠♦② ❈❤❛tt❡r❥❡❡❛✱ ❙♦♥❞✐♣♦♥ ❆❞❤✐❦❛r✐❛

❛❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❙✇❛♥s❡❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠
❜▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❡r❜✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❆rts✱ ❑♥❡③❛ ▼✐❤❛✐❧❛ ✸✻✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✲
str❡ss❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦
❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲str❡ss ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱
st✐✛♥❡ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳
❋♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡
❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss❡s✱ ♣r❡✲str❡ss✱ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝
♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ▲❛tt✐❝❡s✱ ❆tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ Pr❡✲str❡ss❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s✱ ❇❧♦❝❤
✇❛✈❡s✱ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❱❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❧❛tt✐❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❝❛r❡❢✉❧❧② t✉♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t♦ ❛tt❛✐♥ ❞❡s✐r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❝r②st❛❧ ♣❤②s✐❝s ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛t♦♠s✱ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞
❜② ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s✱ r♦❞s✱ ♣❧❛t❡s ♦r ♦t❤❡r s❧❡♥❞❡r str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡✐r ✉♥✐t✲❝❡❧❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥✐q✉❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ♦r ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ s❛t✐s❢② s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞s t❤❛t ♠❛② ♥♦t
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❬✷❪ ❛♥❞ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❬✸❪ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦
✐ts ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❡✈❡♥ ❢♦r s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❬✹❪✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡
❢r♦♠ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥ ✇❤✐❧❡ ✸❉ ✐s s♣❛t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ■♥
t❤✐s st✉❞②✱ ♦♥❧② ✷❉ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s
♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ s✉❝❤ ♦r❣❛♥✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ✜❧t❡r✐♥❣✱
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r✴❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✷❪ t❤❛t
❢♦r ❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ♠❝❛❥✐❝❅♠✐✳s❛♥✉✳❛❝✳rs ✭▼✐❧❛♥ ❈❛❥✐❝́ ✮

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✵✱ ✷✵✷✵



❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❧② t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❝r②st❛❧s ❛♥❞
❡❧❛st✐❝ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✳

❙♦♠❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ❬✺✱ ✻❪✳ ■♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❜❛♥❞✲❣❛♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ❇❧♦❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t✲❝❡❧❧✳ ▲❛t❡r ✐♥ ❬✼❪✱ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛t✲
t✐❝❡s✱ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤
t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ❢♦r
✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❞❡✈♦t❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛✉①❡t✐❝
❝♦r❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽❪ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❲✐ttr✐❝❦✲❲✐❧❧✐❛♠s
♠❡t❤♦❞ ❬✾❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❘✐t③✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥ ❡①❛❝t ✇❛✈❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣❡r✐♦❞✐❝
❜✐✲♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✱ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜
❧❛tt✐❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❬✶✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇❧♦❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❜❛♥❞
str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s
❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
③♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦♥✲
❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳

■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❜❡❛♠ str✉❝t✉r❡s ✐s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❬✶✷✕✶✹❪✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡ s②♥t❤❡s✐s ✭❈▼❙✮✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ s✉❜✲str✉❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ♦♣❡r❛t❡s
❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦
❢♦r♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❈▼❙
♠❡t❤♦❞s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ s♦❧✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ♦✈❡r
t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇s ♦❢ ❈▼❙ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r
✉s❡❢✉❧♥❡ss ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳ ❋❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈▼❙
✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡ ✇❛s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧✲s❝❛❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈▼❙ s✉❜✲str✉❝t✉r✐♥❣ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❋❘❋✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❲❋❊✮ ❛♥❞ ❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥
♠❡t❤♦❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❝②❝❧✐❝ s②♠♠❡tr②✱ ❛♥❞
❛ss❡♠❜❧✐❡s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝
str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❡✲r❡❧❛t❡❞ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ s❡t
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr✐✲❝❤✐r❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞
✐♥ ❬✷✶❪ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st♦♣ ❛♥❞ ♣❛ss❜❛♥❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ r❡❣✐♦♥✳ ■♥
❬✷✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

✷



t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥
❞❡t❛✐❧s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❜❛♥❞
❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❛ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣
r✐❣✐❞✐t②✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s✐♠♣❧❡ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐♥ ❬✷✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
✐♥t❡r♥❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❤✐❣❤ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤✐r❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ❞❡s✐r❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✳

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st✉❞✐❡s ♠♦st❧② r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❇❧♦❝❤
✇❛✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✐❞s ✐♥❝❧✉❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡✲
tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉t t✇♦ ♠❛❥♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❬✷✻✱ ✷✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❡①❝❧✉❞❡s ❇❧♦❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❧♦♥❣s t♦ str♦♥❣❧②
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ✉♥❞✉❧❛t❡❞ ❬✸✶❪
str✉❝t✉r❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r②
❬✸✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞
❤❡r❡✳

Pr❡✲str❡ss ❡✛❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜♦♦st t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜②
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ st✐✛♥❡ss✳
❙✉❝❤ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❜❡❛♠s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪✱ ✇❤❡r❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦
❡①❛♠✐♥❡❞ ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ✢❡①✉r❛❧ ✇❛✈❡s ✐♥ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥✜♥✐t❡ ❜❡❛♠
str✉❝t✉r❡s ❬✸✸❪✳ ■t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛ t❡♥s✐❧❡ ❛①✐❛❧ ♣r❡✲str❡ss ❝❛✉s❡s ❛ ❧❡♥❣t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss❜❛♥❞s
❜② ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ st♦♣✲❜❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❧♠♦st ✉♥❛❧t❡r❡❞✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞
q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✹✕✸✻❪✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ❜❛s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ❬✾✱ ✸✼❪ ❛♥❞ ✇✐t❤
♣r❡✲str❡ss ❬✸✻✱ ✸✽✱ ✸✾❪ ✐s s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❛s ♣❡r t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠
❛♥❞ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✳ ❆ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❬✹✱ ✼✱ ✹✶✕✹✸❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✹❪✱ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❬✹✺✕✹✼❪✱ ✇❤❡r❡ s♠❛❧❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s t♦ s♦♠❡ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ▼♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ❝❛♥
❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✹✽✱ ✹✾❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ❬✺✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣✱ ❝✉t✲♦✛✴❝✉t✲♦♥✱ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤
♦✈❡rt❛❦✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t♦♣♦❧♦❣✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠✐❝r♦t✉❜✉❧❡✲❧✐❦❡
♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❜♦t❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
♠♦t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡s✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❝❧♦s❡ ♠♦❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡❛r✲
♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s
♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ❬✺✷❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s
st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s
❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s ❬✹❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❛❦ ♠♦❞❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st✉❞✐❡s t❤❛t ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦✉❣❤t t♦
st✉❞② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✸



❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✇❤✐❧❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❞❡s✐❣♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ♦♥❧② ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✲
✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦r
❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✴③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛♥❞ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤✐s
♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♣r❡✲str❡ss ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣♦✐♥t
♠❛ss❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st✉❞② ❛♥❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❣❧❡✱ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✷✳ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✷✳✶✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡

❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
t②♣❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❲✐♥❦❧❡r ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶ ❛✮✳ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t❡❞ st❛r✲❧✐❦❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❋✐❣✳✶ ❜✮✳
❚❤❡ ♣r❡✲str❡ss ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r s♣r✐♥❣s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✬s ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♦r t❡♥s✐❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ N0✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛
❲✐♥❦❧❡r✬s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♣r✐♥❣s ✇✐t❤ st✐✛♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡
❛①✐❛❧ ku ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ kw ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❞♦♣t❡❞
❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❤❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡rt✐❛✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❛♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡
❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ x− ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡
z− ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛✮ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t❡❞ st❛r s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳

✭❛✮ ✭❜✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✇✐t❤ ✐ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷ ❛✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s θ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ θ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

✹



♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s β = d/L✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡s ♦❢ θ = 30◦ ❛♥❞ θ = −30◦✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✉♥✐t ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs (❡1, ❡2)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡
❞✐r❡❝t ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝❡ ❬✼❪✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷ ❛✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs (❡1, ❡2) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs (✐1, ✐2) ❛s

❡1 = (L cos θ, L(1 + sin θ))T , ✭✶✮

❡2 = (−L cos θ, L(1 + sin θ))T .

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs (❡1, ❡2) ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r s✉❝❤ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

❡i · ❡
∗

j = 2πδij, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ❡∗j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ δij ❞❡♥♦t❡s ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✳ ❋♦r t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs t❛❦❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

❡∗1 = (
1

2L cos θ
,

1

2L(1 + sin θ)
)T , ✭✸✮

❡∗2 = (−
1

2L cos θ
,

1

2L(1 + sin θ)
)T .

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❇r✐♦✉❧❧✐♥ ③♦♥❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

✷✳✷✳ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠

❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡
❢♦r♠❡❞ ❜② t❡ss❡❧❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs (❡1, ❡2) ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧❛tt✐❝❡
♣♦✐♥ts✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❬✼✱ ✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r s = r+n❡1+m❡2 ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs (n,m)
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs (❡1, ❡2)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s ✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ (0, 0) ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s (n,m)✳ ❚❤❡
✈❡❝t♦r r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
(0, 0)✳ ◆♦✇✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✇(r) = ✇re

iωt−❦·r

❛t s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛t

✺



❢r❡q✉❡♥❝② ω(rad/s)✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❦ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs (n,m)✱
✇❤❡r❡ n ❛♥❞ m ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡1 ❛♥❞ ❡2 ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✇(s) = ✇(r)e❦·(s−r) = ✇(r)e❦·(n❡1+m❡2), ✭✹✮

✇❤❡r❡ ❦ · (n❡1 +m❡2) = nk1 +mk2✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❬✺✸❪✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t

❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ s❛✈❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rts ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✭♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞✮ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✮✱ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ki, (i = 1, 2)
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❛s ki = φi+ iǫi, (i = 1, 2)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt φi ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ǫi ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝r♦ss ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt φi ✐s s❡t t♦ 0✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳

❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❦ ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
③♦♥❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✳✭✸✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼❪ ❛♥❞ ❬✺✹❪✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (k1, k2)✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ω ❛♥❞ (k1, k2) ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥
s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✱
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦
❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✳

✷✳✸✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❚✐♠✲
♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✺✺❪ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ δ̃K ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δ̃U ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

δK =

∫ L

0

[

ρAu̇δ̃u̇+ ρIψ̇δ̃ψ̇ + ρAẇδ̃ẇ +
M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)u̇δ̃u̇+
M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)ẇδ̃ẇ

]

dx, ✭✺✮

δU =

∫ L

0

[

EA
∂u

∂x
δ̃
∂u

∂x
+ EI

∂ψ

∂x
δ̃
∂ψ

∂x
+GAks

(

ψ −
∂w

∂x

)

δ̃

(

ψ −
∂w

∂x

)

+ kwwδ̃w

+kuuδ̃u−N0
∂w

∂x
δ̃
∂w

∂x

]

dx, ✭✻✮

✇❤❡r❡ δ̃ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ δ(x − ap) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠✳

❯s✐♥❣ ❊q✳✭✺✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✻✮ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ②✐❡❧❞s

∫ t2

t1

(δ̃K − δ̃U)dt = 0, ✭✼✮

✻



❆❢t❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞
tr❛♥s✈❡rs❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

[

ρA+
M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)

]

ü− EA
∂2u

∂x2
+ kuu = p(x, t) ✭✽✮

[

ρA+
M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)

]

ẅ +GAks

(

∂ψ

∂ψ
−
∂2w

∂x2

)

+ kww +N0
∂2w

∂x2
= q(x, t) ✭✾✮

EI
∂2ψ

∂x2
−GAks

(

ψ −
∂w

∂x

)

− ρIψ̈ = 0 ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ u(x, t) ✐s t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ w(x, t) ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ψ(x, t) ✐s r♦t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ ˙(·) ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ∂(·)/∂t✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ✱ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② E✱ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s
G = E/(2(1 + ν)) ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ h✳ ❚❤❡ ♣r❡✲str❡ss ♦❢
❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛①✐❛❧ s♣r✐♥❣s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞
✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② N0✳ ❚❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s t②♣❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ x− ❛♥❞ z−
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ku ❛♥❞ kw✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❤❡❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ks ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ks = 10(1 + ν)/(12 + 11ν)✱ ❬✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❛①✐❛❧ p(x, t)
❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ q(x, t) ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✷✳✹✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣❧✐❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥
✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❇❧♦❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥
❛ss❡♠❜❧② ♦❢ r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❛ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t❡❞ st❛r✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♠❜
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛st✐❝
♠❡❞✐✉♠✳ ❆❞♦♣t❡❞ s❧❡♥❞❡r r❛t✐♦ st❛rts ❢r♦♠ β = 1/15 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t❤✐❝❦ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤
❡✛❡❝ts ♦❢ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ r♦t❛r② ✐♥❡rt✐❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ t❤❡♦r② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✺✺✱ ✺✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts u(x, t) ❛♥❞
w(x, t) ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ψ(x, t) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

u(x, t) =
6
∑

j=1

Γj(x)qj(t), w(x, t) =
6
∑

j=1

Λj(x)qj(t), ψ(x, t) =
6
∑

j=1

Θj(x)qj(t), ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ Γj(x),Λj(x) ❛♥❞ Θj(x)✱ (j = 1, 2, ..., 6) ❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s✐① ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
♦❢ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛s q(t) = [u1, w1, ψ1, u2, w2, ψ2]

T ✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥
♦❢ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❊q✳✭✽✮ ✲ ❊q✳✭✶✵✮✱ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❊q✳✭✺✮ ✲ ❊q✳✭✼✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❊q✳✭✶✶✮✱ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

▼eq̈e +❑eqe = ❢e, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ ▼e ❛♥❞ ❑e ❛r❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❧❡ qe ❛♥❞ ❢e ❛r❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s (▼e,❑e) ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛ss▼e

g ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ❑e
g ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r♠
▼e

g = ❚T▼e❚, ❑e
g = ❚T❑e❚, ✭✶✸✮

✼



✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛s

❚ =

(

❚0 ✵

✵ ❚0

)

, ✭✶✹✮

❛♥❞

❚0 =





cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1



 , ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ❚0 ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ϕ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜❡❛♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✺❪✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧ (n,m)✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s
❢r♦♠ ❊q✳✭✶✸✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❑ =
nele

A
e=1

❑e
g, ▼ =

nele

A
e=1

▼e
g, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ ▼ ❛♥❞ ❑ ❛r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❞ nele ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

▼q̈+❑q = ❢. ✭✶✼✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts (nele) ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✺✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✲ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐✳❡✳ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❣❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✶✼✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ q(x, t) = q(x)eiωt ✐♥t♦ ❊q✳✭✶✼✮✱ ②✐❡❧❞s

(❑− ω2▼)q = ✵ , ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦r ❢ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ω ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❢r❡❡ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r q ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

q = {q0 q1 q2 qi}
T , ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ q0,q1, ❛♥❞ q2 ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t ❡♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡
♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ ✈❡❝t♦r qi ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳
❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✱
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❛s ❢♦❧❧♦✇s

q1 = ek1q0, q2 = ek2q0. ✭✷✵✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❊q✳✭✷✵✮✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥♦❞❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s

q = ❚bqr, ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ qr = {q0 qi}
T ✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❚b ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s

❚b =









■ ✵

■ek1 ✵

■ek2 ✵

✵ ■









. ✭✷✷✮

✽



■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳✭✷✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✶✽✮ ❛♥❞ ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥
✭❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✮ tr❛♥s♣♦s❡ ♠❛tr✐① ❚H

b ✱ ②✐❡❧❞s

(❑r(k1, k2)− ω2▼r(k1, k2))qr = ✵ , ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❛s

▼r(k1, k2) = ❚H
b ▼❚b, ✭✷✹✮

❑r(k1, k2) = ❚H
b ❑❚b.

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ✭s❡❡ ❬✹✱ ✶✵❪✮✳
❇② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✷✸✮ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs

ki, (i = 1, 2) ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
s✉r❢❛❝❡s ω = ω(k1, k2)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❣❧❡ θ
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs
(❡∗1, ❡

∗

2)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❬✺✼✱ ✺✽❪✳
❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✭■❇❩✮✱ ✇❤❡r❡
❢♦r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦♥❧②✳ ❋♦r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡s✱ t❤❡ ■❇❩ ❛♥❞
✐ts ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② O−A−B−C−O ✭s❡❡ ❋✐❣✳✷ ✭❜✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✇❤♦s❡ ■❇❩ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt
♦❢ ✭❋✐❣✳✷ ✭❜✮✮ ✇✐t❤ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥t♦✉rs O − B − C − O✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛♥❞
str✉❝t✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ■❇❩ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❢r❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ❬✾❪✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳

❚②♣❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❘❡✲❡♥tr❛♥t str✉❝t✉r❡
0◦ ≤ θ < 90◦ −30◦ < θ ≤ 0◦

❖ (0, 0) (0, 0)
❆ 2π(1/(4 sin2 φ),−1/(4 sin2 φ)) 2π(1/2,−1/2)
❇ 2π(1− 1/(4 sin2 φ), 1/(4 sin2 φ)) 2π(1− 1/(4 cos2 φ),−1/(4 cos2 φ))
❈ 2π(1/2, 1/2) 2π(1/(4 cos2 φ), 1/(4 cos2 φ))

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
s♣❛❝❡ ❛s ❦ = k1❡

∗

1 + k2❡
∗

2✱ ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r O − A − B − C − O✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ❊q✳✭✷✸✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ✇❛✈❡✲❣✉✐❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ r❛♥❣❡s
♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐s st♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❧✐❡s ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✇❛✈❡✲✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❊q✳✭✷✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✐❣✭✮ t♦
♦❜t❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❢♦r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡
✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
ω(k1, k2) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t s✉r❢❛❝❡ ♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
s✉r❢❛❝❡s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✭✐✮ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✭✐✐✮ s♦❧✈❡ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✉❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✴❝❧♦s❡ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢

✾



♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦♥❣
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ♣❡r✐♦❞✐❝
str✉❝t✉r❛❧ s②st❡♠s ♠❛② ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✇✐t❤ t❤♦✉s❛♥❞s ♦r ❡✈❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ♠❛② r❡♥❞❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ t✐♠❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ✐❢ ♥♦t ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ♠❡t❤♦❞
✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✜①❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈▼❙✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉❖❋s
♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐♥t♦ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❡♥t❛✐❧✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❋❡✇ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈▼❙ ✐♥❝❧✉❞❡ ❬✶✺✱ ✺✾✕✻✶❪✳

✸✳✶✳ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❜✲str✉❝t✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✭❛ss❡♠❜❧❡❞✮ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
tr✉♥❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ✭❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✻✷✱ ✻✸❪ ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✭✐♥t❡r♥❛❧✮ s✉❜✲str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ✜①❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡
♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❡②
❝♦❧♦✉r❡❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚✇♦ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s ❝♦✉♣❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❋❊ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r pth s✉❜✲str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

▼pq̈p +❑pqp = ❢p, ✭✷✺✮

✇❤❡r❡▼p ❛♥❞ ❑p ❛r❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✱ qp ✐s t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❢p ✐s t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r✳ ◆❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s②st❡♠ ❊q✳✭✷✺✮ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭♦r ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❉❖❋s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

[

▼ii,p ▼ib,p

▼bi,p ▼ii,p

] [

q̈i,p

q̈b,p

]

+

[

❑ii,p ❑ib,p

❑bi,p ❑ii,p

] [

qi,p

qb,p

]

=

[

✵

❢b,p

]

, ✭✷✻✮

❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts b ❛♥❞ i ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ❉❖❋s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

✶✵



t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✾✱ ✻✷❪✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝
r❡s♣♦♥s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❉❖❋s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋ ✐s s❡t ❛s ✉♥✐t ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❉❖❋s ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t st❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡s ✐s
❢♦r♠❡❞ ❛s

qi,p = −❑−1
ii,p❑ib,p, qb,p = ■, → Ψp =

[

−❑−1
ii,p❑ib,p

■

]

. ✭✷✼✮

❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✉♥❞❡r st❛t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡s ❡♥s✉r❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ st❛t✐❝
❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ t❤❛t ❤♦❧❞s ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ✐♥t❡r✐♦r ❉❖❋s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ♦❢ ❛ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ❛r❡ r❡t❛✐♥❡❞✱ s♦ t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ r❡❛ss❡♠❜❧❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ■❢ ♦♥❧② st❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡②
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❉❖❋s✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦✈❡r❝❛♠❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡t
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡
❤❛r♠♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❉❖❋s ❢r♦♠ ❊q✳✭✷✻✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

(❑ii,p − ω2
r▼ii,p){ηi,p}r = ✵. ✭✷✽✮

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✷✽✮ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✜①❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡❜②
t❛❦✐♥❣ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛ss ✲ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜①❡❞✲
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡ ♠❛tr✐①

Φp =

[

{ηi,p}1, ..., {ηi,p}n
✵

]

=

[

Φi,p

✵

]

. ✭✷✾✮

◆♦✇✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✜①❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐①
❦♥♦✇♥ ❛s ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ✭❍❈❇✮ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❛s

❚HCB
p = [Φp Ψp] , ✭✸✵✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❈❇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❖❋s t♦ t❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❉❖❋s✱

{

qi,p
qb,p

}

≈ ❚HCB
p

{

✉i,p

qb,p

}

, ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ ✉i,p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡s✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❉❖❋s ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✷✺✮ ❛♥❞ ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ s✉❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞

r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❍❈❇ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❊q✳✭✸✵✮ ②✐❡❧❞s

▼HCB
p =

(

❚HCB
p

)T
▼p❚

HCB
p , ✭✸✷✮

❑HCB
p =

(

❚HCB
p

)T
❑p❚

HCB
p ,

✇❤❡r❡ ▼HCB
p ❛♥❞ ❑HCB

p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❍❈❇ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆❢t❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥❛❧②s❡

❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡ p = 2 ✐s s❡t✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs
♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ②✐❡❧❞s ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

▼HCB =
2
∑

p=1

(

❘HCB
p

)T
▼HCB

p

(

❘HCB
p

)

, ✭✸✸✮

❑HCB =
2
∑

p=1

(

❘HCB
p

)T
❑HCB

p

(

❘HCB
p

)

,

✶✶



✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐❝❡s (▼HCB,❑HCB) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❘HCB

p ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

{

✉i,1

qb,1

}

=

{

■ ✵ ✵

✵ ✵ ■

}







✉i,1

✉i,2

qb,1







→ ❘HCB
1 =

{

■ ✵ ✵

✵ ✵ ■

}

, ✭✸✹✮

{

✉i,2

qb,2

}

=

{

✵ ■ ✵

✵ ✵ ■

}







✉i,1

✉i,2

qb,1







→ ❘HCB
2 =

{

✵ ■ ✵

✵ ✵ ■

}

.

■♥ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✳✭✸✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡①t✳

✸✳✷✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ str✉❝✲
t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❇② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss
♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✐♦r ♣❛rts✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦rt✐♦♥✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠❡❞

(❑HCB
bb − ω2

r▼
HCB
bb ){ηS−CC

r } = ✵, ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ ▼HCB
bb ❛♥❞ ❑HCB

bb ❛r❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r {ηS−CC

r } r❡♣r❡s❡♥ts tr✉♥❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦r ❙✲❈❈ ♠♦❞❡s✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❙✲❈❈ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡s ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡ ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞s

Φ
S−CC =

[

ηS−CC
1 , ..., ηS−CC

n

]

. ✭✸✻✮

❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋ ♦❢ ❍❈❇ ❛ss❡♠❜❧❡❞ s②st❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊q✳✭✸✻✮✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❢♦r♠ ♦❢ ❙✲❈❈ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

qb ≈ Φ
S−CC✉b. ✭✸✼✮

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❙✲❈❈ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❙✲❈❈ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡s

▼S−CC =
(

❘S−CC
)T
▼HCB

(

❘S−CC
)

, ✭✸✽✮

❑S−CC =
(

❘S−CC
)T
❑HCB

(

❘S−CC
)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❙✲❈❈ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

❘S−CC =

{

■ ✵

✵ Φ
S−CC

}

.

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s s✐♥❝❡
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥
❜❡ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❝❝✉r❛❝② ❧❡✈❡❧✳

✶✷



✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞
♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛r❡ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❛♥❞
r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚✇♦ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞② ❦♥♦✇♥ ❛s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♠❛ss
❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✷✹✮ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❦ ❣✐✈❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ■❇❩✱
♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡rs ω(k1, k2) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱
❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡
❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♣r❡✲str❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❛t ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❍❈❇
♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❞ ❢♦r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉❝❤ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ s❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛
❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✵❪✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s s✉❝❤
❛s ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✈❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥❣✮ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❲❤✐❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✈❡❡r✐♥❣
♦r ❧♦❝❦✐♥❣✱ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❡❡r✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥
✇❤✐❧❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs ✐❢ t❤❡✐r s✐❣♥s ❞✐✛❡r ❬✹✵❪✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✈❡❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡✳❣✳ st✐✛♥❡ss ♦r ♠❛ss✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝✉r✈❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❧♦❝✐ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❡r ❛✇❛② ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣
❛♠♦♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉r✈❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st✐✛♥❡ss ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ ♣r❡✲❧♦❛❞
❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

✹✳✶✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❚✐♠✲
♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠✲♠❛ss s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡✲❧♦❛❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡s ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s
✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛♥❞
❣❛♣s✳ ❆s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❛♥❞
♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✐s t❤❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐✳❡✳ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱
✇❤❡r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s✮ ❧❛② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❝r♦ss✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧♦❝✉s O − A− B − C − O ✐♥ ❦ s♣❛❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼❪✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❝❤❛♥❣❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥
❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡s ♦❢
❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ β = 1/15 ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ θ = −10◦ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ θ = 30◦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡s
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❬✼❪ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜♦t❤ ❛ ✈❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s ❛❜s❡♥t✳ ❚❤✐s st✉❞② r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞
♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s
❡✈❡♥ ❢♦r r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s t❤❛t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t
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♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❬✻✹✱ ✻✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❞✐❛✲
❣r❛♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ t❤✉s✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❇r❛❣❣ ❣❛♣ ❬✻✻❪✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❇r❛❣❣
❜❛♥❞ ❣❛♣s ♠♦st❧② ❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ♣❤♦♥♦♥✐❝ t②♣❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s
❬✶✱ ✼✱ ✾❪✳

❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❬✽❪ ✉s❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛✉①❡t✐❝ ❝♦r❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜
❧❛tt✐❝❡s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s ❛
❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❬✻✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛♥❞ ❣❛♣s
✐♥ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ❛♥❞ ❞♦✉❜t ❛❜♦✉t t❤❡ ❇r❛❣❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✐♥ ♦t❤❡r
t②♣❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛tt✐❝❡s✱ t❤❡ ❜❡❛♠s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛❝t ❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐♥ ❬✻✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♣✐♥♥❡❞✲♣✐♥♥❡❞ ❜❡❛♠s ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✐♥ ❜❡❛♠ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ❛r❡
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♣s ❛♥❞ ✸❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤
t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❛ss❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❜②
s♦❢t ❧✐♥❦s ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❙♦♠❡ ❧❛t❡r st✉❞✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ sq✉❛r❡ ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❬✼✵❪ ❧❛tt✐❝❡s✳ ■♥ ❜♦t❤
st✉❞✐❡s✱ ❜❡s✐❞❡s r❡s♦♥❛♥t ♠♦❞❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠s✱ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❜❛♥❞❣❛♣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s
♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❛ss❡s✱ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ t❤✐s st✉❞②✳

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r t♦♣♦❧♦❣②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss ❛♥❞ st♦♣ ❜❛♥❞s
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ♣❛ss✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✿ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ A = bh✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ I = bh3
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❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ β = L/d = 1/15✳ ▲❡♥❣t❤ ♦❢

❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐s L = 0.125 ♠✱ ρ = 25 · 103 ❦❣/♠3 ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ E = 210 · 109 P❛ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✱ ν = 0.25 ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❛♥❞ M = 2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s
♣❡r ❜❡❛♠ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐✳❡✳ ❛t ❜❡❛♠✬s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ st✐✛♥❡ss
♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ✐s ku = kw = 106 ◆/♠2✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲str❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛s
N0 = −104 ◆✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r ❝❧❡❛r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω(k1, k2) ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ω0 ❛s Ω = ω/ω0✱ ✇❤❡r❡ ω0 =
π2

L2

√

EI
ρA

✐s t❤❡ ✜rst ✢❡①✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡

s✐♠♣❧②✲s✉♣♣♦rt❡❞ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ L✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❜❡❛♠ ✐♥
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❛s nele = 25✳

✹✳✷✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ ♦♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss❡s ❛t ❜❡❛♠s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦r ❡✈❡♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❛t s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶❪✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❛❧♦♥❣ O−A−B−C−O

✶✹



❝♦♥t♦✉r✱ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
♦✈❡r❧❛♣ ♦r ❝r♦ss✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ (θ = 30◦)✱
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ θ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
(θ = −10◦) t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡✲❡♥tr❛♥t ✭❛✉①❡t✐❝✮ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ β = 1/15✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥t
✜❢t❡❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜rst ✜❢t❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❊q✳✭✷✸✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤♦✉t ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s Mp = 0 ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s
✉♥t✐❧ Mp = 1

2
ρAL✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛ss❡s s❤♦✇s q✉✐t❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ✈❛❧✉❡s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❛t ❤✐❣❤❡r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✢❛tt❡♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝✉r✈❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ❋✐❣✳✹ ✭❛✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✼❪✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥
♠❛ss❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❧❛tt✐❝❡ ♥♦❞❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆s
st❛t❡❞ ✐♥ ❬✻✾❪✱ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞
str✉❝t✉r❡s✳ ■t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❞✉❡
t♦ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❛ss ✐♥
s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ ❬✻✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❛✉①✐❧✐❛r② ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠s ❛t ❧❛tt✐❝❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❝❡rt❛✐♥ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ❍❡r❡✱ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r r❡❣✉❧❛r ❛♥❞
r❡✲❡♥tr❛♥t ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❛ss❡s ❛t ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ♠♦❞❡s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛tt❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♠❛ss❡s ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✭❋✐❣✳✹ ✭❜✮ ✲ ❋✐❣✳✹ ✭❞✮✮✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛♥❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r✐st✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦r✐❣✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r
❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ❝❛s❡s ✐♥ ✭❋✐❣✳✹ ❛✮ ✈❡❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤✐r❞
❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝✉s ❖✲❆✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐✜❡❞
♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❡r✐♥❣ ③♦♥❡ r❡✈✐❧❡s t❤❛t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝r♦ss ❜✉t ✈❡❡r
❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❣✉❧❛r ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❩♦♥❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢✉❧❧
❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r s✉❝❤ ❢♦r♠❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r❢❛❝❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣❧♦t t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ 3D ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳✻ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡✐❣❤t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥ ❛ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ♠❛♥♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦♥❡✱ ❛♥❞ t✇♦ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ✈❛❧✉❡s
❣✐✈❡♥ ❛s (Mp =

1
12
ρAL) ❛♥❞ (Mp =

1
2
ρAL)✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❣❧❡

θ = 30◦ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ β = 1
15

❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ ✭t❤❡ ✜rst ♦❢ ❡✐❣❤t s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳✻✮✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❧✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞✐s♣❧❛②
❧♦❜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❝❤❛♥❣❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ✇❤✐❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡

✶✺



✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐❢ ♦♥❧② ❤✐❣❤❡r ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡♥
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❛s❝r✐❜❡❞
t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ ❛s ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

❋✉rt❤❡r✱ ❋✐❣✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s θ = −10◦ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ ❛s β = 1/15✳ ❖♥❡
❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✜❢t❡❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s✳
❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❇r❛❣❣ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣✱
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s
Mp = 1

2
ρAL ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✼❪✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ s✐♥❝❡ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡ ♦♥❧② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢♦r ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞
♠❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇
❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r❡ ♦♣❡♥❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♥♦t✐❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝✉s O−A−B−C−O

❚❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ❢♦r ❡✐❣❤t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ (θ = −10◦)
✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✽ ❛♥❞ ❋✐❣✳✾✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐s♦✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛ss ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♠♣❧✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t
❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡✲❜❡❛♠✐♥❣ ❬✼✶❪✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❬✼✶❪✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❥❡❝t ❢♦r s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

✹✳✸✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠

❋✐❣✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞
❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ (θ = 30◦) ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t (θ = −10◦) ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r
t❤❡ ✇❛❧❧✬s s❧❡♥❞❡r♥❡ss r❛t✐♦ ❣✐✈❡♥ ❛s β = 1/15✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠
❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✿ ku = kw = 0 ◆/♠2 ❛♥❞ ku = kw = 108 ◆/♠2✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✉❝❤ ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ st✐✛♥❡ss ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❦♥♦✇♥ ❛s ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❇r❛❣❣ ❣❛♣✱ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✻✻❪✱ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❇r❛❣❣ ❣❛♣s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s
✇❤❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐❣✳✶✵ ✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳✶✵ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s
❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛r♦✉♥❞ Ω = 4.5 ❛♥❞ Ω = 14 ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢
st✐✛♥❡ss ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♥❡❛r t❤❡ ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❋✐❣✳✶✵ ✭❜✮✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ st✐✛♥❡ss ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s
❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s st✐✛❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
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θ = 30◦, β = 1/15
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θ = 30◦, β = 1/15
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θ = 30◦, β = 1/15

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧
θ = 30◦ ❧❛tt✐❝❡✿ ✭❛✮Mp = 0❀ ✭❜✮ Mp = 1
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱ θ = 30◦

❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s Mp = 1

12
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❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✬s st✐✛♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧♦❝✉s A−B ❢♦r r❡❣✉❧❛r
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✱ ❋✐❣✳✶✵ ❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳✶✵ ❜✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
✐♥ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡s ❜✉t ♠♦st❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ O − A ❛♥❞ B − C ✐♥ ❋✐❣✳✶✵ ❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳✶✵ ❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ θ = 30◦ ❧❛tt✐❝❡
✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s Mp = 1
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t
θ = −10◦ ❧❛tt✐❝❡✿ ✭❛✮ Mp = 0❀ ✭❜✮ Mp = 1
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ρAL❀ ✭❝✮ Mp = 1
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ρAL❀ ✭❞✮ Mp = 1

2
ρAL✳

✹✳✹✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡✲❧♦❛❞

❋✐❣✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧
(θ = 30◦) ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t (θ = −10◦) ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s ❢♦r N0 = 0 ❛♥❞ N0 = 104 ◆✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢
❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❲✐♥❦❧❡r✬s
❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ r❡✲❡♥tr❛♥t θ = −10◦ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s Mp = 1
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ✐s♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ r❡✲❡♥tr❛♥t θ = −10◦ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s Mp = 1

2
ρAL✳

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ r❡❞✉❝❡s t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st♦♣ ❛♥❞
♣❛ss❜❛♥❞s ♦❢ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❛♥❞ ✜❧t❡rs✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❜♦t❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♠♦❞❡s✳

✹✳✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡

❲❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❋❊
♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❍❈❇
♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛
♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❋r❡❡✲❋r❡❡✲❋r❡❡✲❋r❡❡ ✭❋❋❋❋✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈❧❛♠♣❡❞✲❋r❡❡✲❋r❡❡✲❋r❡❡ ✭❈❋❋❋✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❢♦✉r s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐✳❡✳✱ ❜♦✉♥❞❛r② ♥♦❞❡s✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s
L = 1.95 ♠ ❛♥❞W = 2.1875 ♠✳ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❈❇ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤s L1 = 0.97428 ♠✱ ❛♥❞ L2 = 0.97572 ♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❙✲❈❈ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ♦♥❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦❞❡s✱ t❤❡♥ ❙✲❈❈ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍❈❇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❍❈❇ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s s♦❢t✇❛r❡
❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

✶✾



O A B C O

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

✭❛✮

O A B C O

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

✭❜✮

O A B C O

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

✭❝✮

O A B C O

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r N0 =
−104(N), Mp = 1
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ρAL✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ✭❛✮ Ku = Kw = 0 ◆/♠2❀ ✭❜✮ Ku = Kw = 108 ◆/♠2❀

t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡✱ ✭❝✮ Ku = Kw = 0 ◆/♠2❀ ✭❞✮ Ku = Kw = 108 ◆/♠2✳

♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ♦♥❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✶✺✱ ✺✾✱ ✻✸❪✳

✹✳✻✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❈❇ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❙✲❈❈ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷
❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸ ❢♦r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋❋❋ ❛♥❞ ❋❋❋❋✳ ■♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✱ ♣r❡✲❧♦❛❞✱ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✜rst t❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❈♦♠s♦❧
▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❈❇ ❛♥❞ ❙✲❈❈ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❍③✮ ❢♦r t❤❡ ❈❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✜♥❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✺✻✺✺ ❛♥❞✴♦r ✹✻✻✽ ❉❖❋s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
♦♥❧② ✶✸✸ ❉❖❋s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❍❈❇ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦♥❧② ✶✶✺ ❉❖❋s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍❈❇ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r Ku = Kw = 105 ◆/♠2,Mp =
3

12
ρAL✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ✭❛✮ N0 = 0 ◆❀ ✭❜✮ N0 = 104 ◆❀ t❤❡ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡✱ ✭❝✮ N0 = 0 ◆❀ ✭❞✮

N0 = 104 ◆✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❍③ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❈❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(Kw = Ku = Mp = N0 = 0)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❧❡♥❣t❤ L ✐s nele = 5✳

◆♦✳ ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s ❋✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ✲ ❈❋❋❋ ❍❈❇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❍❈❇✰✭❙✲❈❈✮ r❡❞✉❝t✐♦♥
✭❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ✺✻✺✺ ❉❖❋s✮ ✹✻✸✽ ❉❖❋s ✶✸✸ ❉❖❋s ✶✶✺ ❉❖❋s

✶ ✶✼✳✶✾✼ ✶✼✳✷✵✶ ✶✼✳✷✵✷ ✶✼✳✸✸✺
✷ ✹✹✳✽✷✷ ✹✹✳✽✸✷ ✹✹✳✽✸✼ ✹✻✳✽✸✽
✸ ✹✻✳✺✾✸ ✹✻✳✻✵✸ ✹✻✳✻✵✹ ✹✽✳✼✽✶
✹ ✼✶ ✼✶✳✵✶✹ ✼✶✳✵✶✻ ✼✸✳✸✹✽
✺ ✼✸✳✾✹✶ ✼✸✳✾✺✽ ✼✸✳✾✽✻ ✾✷✳✼✾✷
✻ ✽✻✳✹✽✾ ✽✻✳✺✵✶ ✽✻✳✺✶✾ ✶✵✹✳✹✷
✼ ✾✷✳✸✽✺ ✾✷✳✹✵✻ ✾✷✳✹✷✾ ✶✵✼✳✺✾
✽ ✶✵✵✳✼ ✶✵✵✳✼✶ ✶✵✵✳✽✶ ✶✷✶✳✷
✾ ✶✶✻✳✻✻ ✶✶✻✳✻✾ ✶✶✻✳✽ ✶✷✺✳✺✷
✶✵ ✶✶✽✳✼✶ ✶✶✽✳✼✸ ✶✶✾✳✵✸ ✶✸✷✳✼✸

✹✳✼✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss
♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❈❇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❈❋❋❋ ❛♥❞ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s✳ ❋✐❣✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ st✐✛♥❡ss ♦♥
t❤❡ ✜rst t❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 ✲ 105 ◆ ❛♥❞
✐t ✐s ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ku = kw✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st✐✛♥❡ss
✐♥❝r❡❛s❡s ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✬s st✐✛♥❡ss ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❈❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❋❋❋❋
♦♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶✷ ✭❛✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ st✐✛♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✐s
❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❢♦r t❤❡ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳✶✷ ✭❜✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡
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❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❍③ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(Kw = Ku = Mp = N0 = 0)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❧❡♥❣t❤ L ✐s nele = 5✳

◆♦✳ ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s ❋✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ✲ ❋❋❋❋ ❍❈❇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❍❈❇✰✭❙✲❈❈✮ r❡❞✉❝t✐♦♥
✭❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ✺✻✺✺ ❉❖❋s✮ ✹✻✻✽ ❉❖❋s ✶✸✸ ❉❖❋s ✶✶✺ ❉❖❋s

✶ ✺✾✳✹✼✷ ✺✾✳✹✽✻ ✺✾✳✺✵✺ ✻✵✳✾✹✾
✷ ✻✸✳✺✶✼ ✻✸✳✺✸ ✻✸✳✺✽✻ ✻✹✳✶✵✽
✸ ✻✻✳✾✽✼ ✻✼✳✵✵✸ ✻✼✳✵✶✷ ✼✵✳✵✽✾
✹ ✻✽✳✵✸✶ ✻✽✳✵✹✻ ✻✽✳✵✻✷ ✼✾✳✹✻✻
✺ ✼✹✳✼✶✻ ✼✹✳✼✷✾ ✼✹✳✼✸✶ ✽✻✳✹✶
✻ ✽✾✳✷✹✶ ✽✾✳✷✺✷ ✽✾✳✸✵✹ ✾✷✳✷✼✷
✼ ✾✵✳✷✾✽ ✾✵✳✸✶ ✾✵✳✸✷✶ ✾✼✳✷✹✻
✽ ✾✹✳✸✵✻ ✾✹✳✸✷✻ ✾✹✳✸✼✷ ✶✵✾✳✽✻
✾ ✾✽✳✸✶✼ ✾✽✳✸✸✾ ✾✽✳✸✻✺ ✶✶✻✳✾✸
✶✵ ✶✶✶✳✸✾ ✶✶✶✳✹✶ ✶✶✶✳✹✹ ✶✷✷✳✶✾

t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ st✐✛♥❡ss ♦♥ ❤✐❣❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳
❍❡r❡✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡✱
♥♦ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉r✈❡s ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❲✐♥❦❧❡r✬s
❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳

❚❤❡ ✜rst t❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t
♠❛ss❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 ✲ 0.495 ❦❣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞
❢♦r t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s ✭r❡❢❡r ❋✐❣✳✶✸✭❜✮✮✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❋❋❋
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛ss❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❣✉❧❛r
❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ θ = 30◦✱ ✇✐t❤ N0 = 104 ◆, Mp = 3
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10
❀ ✭❛✮ ❈❋❋❋ ❛♥❞ ✭❜✮ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r✱ ❋✐❣✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −1.5 · 104 ◆ <
N0 < 1 · 104 ◆✱ ♦♥ t❤❡ ✜rst t❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛t❡✲
❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠♦❞❡s
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐❣✳✶✹ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❈❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤✱ s✐①t❤✱ ❛♥❞ ❡✐❣❤t❤
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣✳ ❋✐❣✳✶✹ ✭❜✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧
str✉❝t✉r❡ θ = 30◦✱ ✇✐t❤ N0 = 104 ◆, β = 1

10
, Ku = Kw = 105 ◆/♠2❀ ✭❛✮ ❈❋❋❋ ❛♥❞ ✭❜✮ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ♠♦❞❡
✈❡❡r✐♥❣ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✇s ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱
✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❧♦❛❞ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❣✉❧❛r ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡
θ = 30◦✱ ✇❤❡r❡ Ku = Kw = 105 ◆/♠2, Mp = 3
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10
❀ ✭❛✮ ❈❋❋❋ ❛♥❞ ✭❜✮ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✲
❧✐❦❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❋✐❣✳✶✺✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❜♦t❤
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ θ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 30◦✳ ■♥ ✶✺ ✭❛✮✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❈❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡
✜rst ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♦❝❝✉r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✶✺ ✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✐♥❝❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ❋♦r t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ ❬✼✹✱ ✼✺❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✴❝❧♦s❡ ♠♦❞❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s✱ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦❞❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥✴❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❞❡s✐❣♥ st❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼✻❪✱ ✈❡❡r✐♥❣ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❡❞
✐♥ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r Ku = Kw =
105 ◆/♠2, Mp = 3

6
ρAL, N0 = 104 ◆, β = 1

10
❀ ✭❛✮ ❈❋❋❋ ❛♥❞ ✭❜✮ ❋❋❋❋ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❞♦✐♥❣
s♦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❧❡♥❞s ✐♥ ❛ t✇♦✲t✐❡r ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✭✐✮ ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛♥❞♣♦✐♥ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡s✉❧ts t❤❛t s❤❛❞❡ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

❆ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❇❧♦❝❤ ✇❛✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲str❡ss❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❤♦♥❡②❝♦♠❜s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r❡✲str❡ss❡❞ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ❛♥❞
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲✐♥❦❧❡r✬s t②♣❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞
♣♦✐♥t ♠❛ss✱ ♣r❡✲str❡ss ❛♥❞ ❲✐♥❦❧❡r✬s ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝②
❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ r❡✲❡♥tr❛♥t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s✳

❉②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❍✉rt②✲❈r❛✐❣✲❇❛♠♣t♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈♦♠s♦❧ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✇ ✜♥❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❚❤❡
♣❧♦ts ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❡rs✉s ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡ ✈❡❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐✳❡✳✱
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✭✷✵✵✶✮ ✹✶✶✕✹✷✾✳

❆♣♣❡♥❞✐① ✶✿ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t✿

Γ1(x) = 1− ξ, Γ2(x) = 0, Γ3(x) = 0, ✭✸✾✮

Γ4(x) = ξ, Γ5(x) = 0, Γ6(x) = 0,

Λ1(x) = 0, Λ2(x) =
1− 3ξ2 + 2ξ3 + (1− ξ)Φ

1 + Φ
, Λ3(x) =

he(ξ − 2ξ2 + ξ3 + 1
2
(ξ − ξ2)Φ)

1 + Φ
, ✭✹✵✮

Λ4(x) = 0, Λ5(x) =
3ξ2 − 2ξ3 + ξΦ

1 + Φ
, Λ6(x) =

he(−ξ
2 + ξ3 − 1

2
(ξ − ξ2)Φ)

1 + Φ
,

✷✼



Θ1(x) = 0, Θ2(x) =
6(−ξ + ξ2)

he(1 + Φ)
, Θ3(x) =

1− 4ξ + 3ξ2 + (1− ξ)Φ

1 + Φ
, ✭✹✶✮

Θ4(x) = 0, Θ5(x) =
6(ξ − ξ2)

he(1 + Φ)
, Θ6(x) =

−2ξ + 3ξ2 + ξΦ

1 + Φ
,

✇❤❡r❡ ξ = x/he ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛①✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ Φ = 12EI
GAksh2

e

✐s t❤❡ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧✿

Ke
ij =

∫ he

0

[

EA
∂Γi

∂x

∂Γj

∂x
+ EI

∂Θi

∂x

∂Θj

∂x
+GAks

(

Θi −
∂Λi

∂x

)(

Θj −
∂Λj

∂x

)

+kwΛiΛj + kuΓiΓj −N0
∂Λi

∂x

∂Λj

∂x

]

dx, ✭✹✷✮

M e
ij =

∫ he

0

(ρAΓiΓj + ρIΘiΘj + ρAΛiΛj) dx, ✭✹✸✮

Re
ij =

∫ he

0

(

M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)ΓiΓj +
M
∑

p=1

Mpδ(x− ap)ΛiΛj

)

dx, ✭✹✹✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐① ❘e r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ♠❛tr✐① ❞✉❡ t♦ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠✳

✷✽


